ikili bir degiskenin Bayesian modellenmesi

X ikili bir random degigken olsun, yani alabilecegi degerler 0 ve 1. Ne deger
alacagimi 6nceden bilmiyoruz. Ancak bir eylem veya olay sonucunda 0 veya 1
degerini aliyor ve ancak o zaman gozlemleyebiliyoruz.

Frequentist yaklagim ve Bayesian yaklagim

Eger bu olay1 aym sartlarda defalarca tekrarlayabilseydik goyle bir dizi elde
edecektik:
0,0,1,0,1,1,0,0,0,1

Daha sonra dizideki 0 ve 1’lerin sikligina gére P(X = 0) ve P(X = 1) olasiliklarim
hesaplayabilirdik. Toplami 1 olan bu iki olasiik degeri de P(X) dagilimim
verirdi. Buna “Frequentist” yaklagim deniyor. Bu durumda varsayimlardan
kacinarak tamamen gecmis gozlemlerden gelen bilgiyle davraniyoruz.

Ama bir¢ok meselede bu miimkiin olmuyor. Her seferinde farkh sartlarla kargilagiyoruz
ve fazla tekrarlama, deneme yanilma sansimiz da olmuyor. Aym nehirde tekrar
yikanamiyoruz. O zaman da sezgiye ihtiya¢ duyuyoruz. Heniiz olmamig seylere,

daha gergeklestirilmemis eylemlere dair 6nsel (prior) varsayimlar yapiyoruz.
Buna da “Bayesian” yaklagim deniyor.

Bernoulli dagilimi: 0 mi, 1 mi?

Ikili degisken olan X’i bir Bernoulli dagilim olarak modelleyebiliriz:

X | m ~ Bernoulli(X ; m)
P(X | 7) = Bernoulli(X ; n) = «%X (1—m)0=%

Modelde verilen P(X|r) dagilimi, parametre (7) verildiginde gozlemlerin (X)
dagilimidir. Bu yiizden “likelihood” olarak adlandirilir.

Bernoulli dagiliminin tek parametresi olan 7, [0,1] arahiginda bir reel sayidir ve
X’in 1 olma olasiligini verir:

PX=1|n) ==«

PX=0|m =1—-7



Beta dagilimi: 7’ye dair inancimiz

“Full Bayesian treatment” yapmak, gozlemleri etkileyen parametreler igin 6nsel
dagilimlar tanimlamak demektir. Bu modeldeki tek parametre olan 7’yi Beta
dagilimi olarak modelleyebiliriz:

7w ~ Beta(r ; a,b)

['(a)L(b)

(a=1) (] — £y-D)
Taxp ~  U=m

P(m) = Beta(r ; a,b) =

Modelde verilen P(7) dagilimi, bir parametrenin bagimsiz dagilimini gésterdiginden
“prior” olarak adlandirilir. Beta dagilimi, pozitif degerler alan iki parametresi
a ve b ile [0, 1] araliginda tepe, gukur, yamag sekilleri alabilir. Bu gekilleri kul-
lanarak, heniiz gergeklesmemig bir olayin (X) sonucuna dair sezgilerimizi ifade
edebiliriz. Bu sekilleri incelemeden 6nce a ve b’'nin ne anlama geldigine bakalim.

Conjugate prior ve tecriibe birikimi

Beta dagilimini segmemizin 6zel bir sebebi var. 7’'nin “posterior” dagilimina
bakalim:

P(X]|m) P(r)

Pl X) = =5

x P(X |m) P(n)

P(X | ) P(r) = Bernoulli(X ; ©) Beta(w ; a,b)

X 1 _na-x) D@0 oy e
_ X(]. )lX F(a+b) 1(1 )bl

— K glatX=1) (1— ﬂ_)(b-i-(l—X)—l)

P(m| X) = Beta(r ; a+ X,b+ (1 — X))

Bernoulli'nin parametresi olan 7’ye prior olarak Beta secildiginde, 7'nin poste-
rior dagiliminin da Beta oldugunu gosterdik. Bu ylizden Beta dagilimi Bernoulli’nin
“conjugate prior”idir diyoruz ve iglem kolayligi agisindan bu prior’lar1 tercih
ediyoruz.

Posterior’daki parametrelere baktigimizda, gozlem sonucunda eger X = 1 ise
a — a4+ 1 oldugunu, X = 0 ise b — b+ 1 oldugunu goriiyoruz. Demek ki
yeni gozlemler sonunda yenileyecegimiz posterior’daki a ve b her seferinde birer
birer artacak. Yani a ve b parametreleri, X = 1 ve X = 0 olaylarina dair
tecriibelerimizi biriktirirler. Bunlara “pseudocount” parametre deniyor.



Beta dagiliminin aldig sekiller
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Eger a ve b'nin ikisi de 1’den kiiciikse, iki tarafi yamag gibi yiikselen bir ¢ukur
vardir. Yani ya hep X = 0 olacagina veya hep X = 1 olacagina inaniriz. Tkisi
de 1 oldugunda diimdiiz bir ova, yani her geye esit mesafede oldugumuz tam bir
kararsizlik olugur. Eger b = 1 iken a degeri 1’1 asarsa, inancimiz w = 1 etrafinda
yogunlagir. Yok eger a = 1 iken b degeri 1’1 asarsa inancimiz m = 0 etrafinda
yogunlagir. 7m'nin X = 1 olma olasiligi oldugunu hatirlayalim.

Ikisi de 1’den biiyiik oldugunda belirli bir 7 etrafinda bir tepe olugur. Yani tek
merkezli diizenli bir inang yerlegir. Iki parametreden a daha biiyiikse tepe saga
yatiktir ve X = 1’i daha olas1 goriiriiz. b daha biiyiikse tepe sola yatiktir ve
X = 0’1 daha olas1 goriiriiz. Eger a ve b gorece kiigiikse, tepe yayvan olur ve
n’ye dair inancimiz heniiz zayiftir, kararsizdir. a ve b biiyiidiikge tepe sivrilegir
ve inancimiz belirli bir 7w degeri etrafinda birikir ve netlesir, giderek daha kararh
olur.



Ornek problem

Beta dagiliminin parametreleri olarak en basta a = 0.7 ve b = 0.3 segtigimizi
diigiinelim:

Dagilimin sol tarafinda X = 0 korkusunu, sag tarafinda ise X = 1 umudunu
gosteren, dikey olarak sonsuza giden asimtotlar1 goriiyoruz. Beklenen 7 degeri,
E[x] = 0.7°dir.



Ik gozlem yapildi, sonug olumlu: X; = 1.

Posterior parametreleri: a = 1.7 ve b = 0.3.

Sol taraftaki korkunun silindigini ve sag ugtaki sonsuz umudun kuvvetlendigini
goriiyoruz. Olasilik dagilimi, sag kenarda m = 1 noktasinda sonsuza gider.
E[n] = 0.85 olmustur.



Ikinci gozlem yapildi, sonug olumsuz: X; =1, Xy = 0.

Posterior parametreleri: a = 1.7 ve b = 1.3.
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Sag uctaki umut da ortadan kalkmig, dengeli, gorece kararsiz ama iyimser bir
inang olugmustur. E[r] = 0.5667



Ugﬁncﬁ gozlem yapildi, sonug olumsuz: X; =1, Xs =0, X35 =0.

Posterior parametreleri: a = 1.7 ve b = 2.3.
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inang kotiimserlige kaymig ve bir miktar yogunlagmigtir. E[r] = 0.4250



Dordiincii gozlem yapildi, sonug olumsuz: X; =1, X =0, X35 =0, X, = 0.

Posterior parametreleri: a = 1.7 ve b = 3.3.
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Kotiimser tarafa dogru daha da yogunlagmigtir. E[r] = 0.3400



Besinci gozlem yapildi, sonug olumlu: X; =1, X =0,X35=0,X4 =0,X5 = 1.

Posterior parametreleri: a = 2.7 ve b = 3.3.
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Kotiimserligi azalmig ve kararhligh giiclenmistir. E[r] = 0.4500



Altinc1 gozlem yapildi, sonug olumlu: X; = 1,X, = 0,X3 =0, X4 =0, X5 =
1, Xg =1.

Posterior parametreleri: a = 3.7 ve b = 3.3.
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Daha iyimser ve daha kararli olmugtur. E[r] = 0.5286
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Bu verileri olugturan Matlab kodu:

p = [0:0.001:17;
a=0.7;

b = 0.3;

x = [100011];

bp=betapdf (p,a,b);
a/ (a+b)
plot (p,bp);
axis ([0 1 0 2.51);
print ('-dpng', 'betal.png');
for i=l:size(x,2)
a = a+x(1i);
b = b+ (l-x(1));
bp=betapdf (p,a,b);
a/ (a+b)
plot (p,bp);
axis ([0 1 0 2.51);
print ('-dpng', sprintf('beta%d.png',1));
end
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